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1.まえがき
近年,生産系においては,在庫管理手法が経営システム
の利益向上のために,益々重要である事が SCM(サプラ
イ ･チェーン ･マネジメン ト)手法においても言われてい
る∴しかし,在庫管理においては,不良品の発生が必然で
ある以上 数理的に解析することは有用である｡､本研究で
は,ジャンプ型確率微分方程式を用いて,定常状態におけ
る不良品(トランザクション消滅)の系内処理時間につい
て考察する｡
トランザクション消滅とは,入力された トランザクショ
ンが期待される出力の以前に,系外に出力される現象のこ
-とをいう.I具体例としては,高速道路上 途中出口が存在
する場合,製造業での製品検査工程での "ロットアウド
あるい は C/S型ネットワークシステムでの衝突による
フレーム消滅(7)I(8)I(9)等である｡
トランザクション消滅は,システム性能全体に大きな影
響を与えることになる｡トランザクション消滅が,システ
ム全体にどのように影響を与えるかについての研究は,筆
者等の知る限りない｡
筆者等は,トランザクション消滅のあるシステムの入出
力過程全体を "バーチャルキュー"(無限大キュー)という
新しい考え方を導入する事により考察している(10).I,シス
テムのモデル化についいては,計数過程(1)潮 を用いること
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により,本システムに与える影響について解析した(1･0)a
トランザクショア消滅が,無限個存在出来ることに対し,
本研究では,有限個という制限を付加しそいる｡
本研究の応用としては,ある生産系の在庫管理システム
において,入荷量の中に不良品が発生している場合,それ
を有限の倹査時蘭を通じて系外●-送出(送 り側-め返送)
する場合,その不良品の系内平均処理時間を求める事によ
り,在庫管理システム甲評価での一つの指標を与えること
になる｡
計数過程を用いた過去の研究には,最適制御問題に対し
て,その定式化とダイナミックプログラミングによる解法
がある (1)0
製造葉における在庫管理の最適化問題 として,計数過程
を用いて最適解を求めている(2)｡一方, トー クンリング型
ネットワークをジャンプ型確率微分方程式(1)愉 (5)により
モデル化し,到着とサービス開始時刻が独立な確率過程に
おいて,定常状態における問題を解析している(3)0
本研究は,確率過程における点過程論(1),(4),(6)をベースに,
計数過程を活用して理論展開を試みている㌫トランザクシ
ョンそのものを点列と見なし,その点列の個数を計数過程
として定義′している｡ この時,消滅した′トランザクション
の論理的扱いとしては,出力構造を′持つ独立した計数過程
モデルとして定義している｡ さらに,システムモデルの定
∫
式化,定常時における分布とその解析,併せてシミュレ-
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ヽ シヨン結果を示した｡ただし,定常時におけるトランザク
ションは,それぞれ独立した定常ポアソン過程と仮定し,
システムの定常分布を求めている｡"アクチュアルアウト
プット"とは,システム上でのトランザクション消滅が原
因や,"ポテンシャルインプ ット"から消滅 トランザクシ
ョンが減算された出力 トランザクション点列をいう｡
最後に,本研究の成果は,有限個のトランザクショシ消
滅のある待ち行列系に対して,Explicitな平均処理時間を∫
求めたところにあるOさらに,シミュレー ション結果と数
値計算結果との比較により上述の解の検証を行っている｡
2.対象システム及び解析モデルについて
<2.1>入出力および,消滅 トランザクションの計数過
程について
L図 1において,システムに到着するトランザクション
′＼
の到着時点列は,(Tq,q=1,2,-)で到着するOまたi本
システム中に消滅するトランザクション有限時点列は,
(C,,r=1,2,-,k)で消滅するものとする｡システムから
の出力 トランザクション時点列は,(Tq,q土工2,-)で出
力される｡かつ,システムに入力されるトランザクション
は,システム内に蓄積されるO この蓄積されJたトランザク
ションを待ち行列と呼び,時刻t(≧0)におけるそり個数を
Q(i)とするOいま,Q(i)を消費過程Ql(i)と後過程
Q2(i)P二つに分けて考える事にするOこの時,図1での
流通過程とは､消費過程と後過程を接績する等価的な過程
である｡流通過程には､遅延時間が発生しない｡消費過程
とは,k個のトランザクション消滅が発生する過程を考慮
したM/M/1型の待ち行列である.I
k個のトランザクション消滅には,消滅に要する処理時
間が必要となるC.例えば,l高速道路の本線上で渋滞が存在
する場合,途中の出口から高速を降りる場合が想定されるO
渋滞の影響を受けて,高速を降りるのにある一定時間を必
要とするOそのた′めに,芭 7,i-1,2,-,k封 ､う遅延時間を
考慮している｡ ′
後過程は,M/M/i型の待ち行列である.:消′費過程
㌔
Q,(i)と後過程Q2(i)との違いは,消費過程Ql(i)にk個
のトランザクション消滅が発生する事である二.
本システムの解析モデルを連続時間パラメータの確率
過程としてモデル化する事にする.本研究で定義した"ポ(
テンシャルインプット"とは,システムに入るまでのトラ
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ンザクション点列をいう｡ つまり,トランザクション消滅
が全く発生していない状態であり,文献(2)での ポ`テン
シャルインプッド'~とは,意味が異なる｡
′ヽ
(A(i);i≧0)をポテンシャルインプットを表す計数過
′ヽ
程(確率過程)とする時,A(i)の計数過程は
図1.入出力過程
Fig.1Inplt/OutputProcess
?
A(i)-∑l廟 , q-1,2,･.･ (1)q≧1
また,アクチュアルアウトプットA(i)の計数過程は
A(i)-∑1ⅠTqsO , q-1,2,･･･ (2)q≧1
と表される｡消滅 トランザクションめ計数過程は,点過程
として
(C,)=iCl,C2,C,,･････-Ck)EC (r3)
と表す事にする｡
消滅 トランザクションの計数過程は,k個の互いに独立
′ヽ
したポアシン分布に従う定常過程であり,(A(i))とも独
■!;i
立である｡. C(i)の定義を
-.C(i)劫.tl(Q"S_,tidCi(S), i-1,2,･･･k (4,i=1
と表すoC(i)は,k個におけるトランザクショア消滅を
表す定義式である｡この式の意味は,消費過程の待ち行
列数Ql(i-)が,,現在時刻tの直前の時刻t-で存在してい
ればその待ち行列数の総和をカウントしているOさらに,
与れらは送出遅延時間鱗(i),i=1,2,･･,k,i≧0)を経て,
系内トランザクションを系外-送出するためのものとす
る｡また,(4)式で定義される消滅 トランザクションは,
システムから見た場合,出力構造を持った計数過程とし
て定義する(図 1参照).(Ci(i),i=1,2,･･･L:k)は,トラン
ザクション消滅がi個における計数過程を表す｡次式のよ
'､うになる.
Ci(9-∑ 1{C,≦t"r-1,2,･･･ (5):r≧1
ノまた,上述の前提より,その平均は定常性より
ElCi(i)]=C-･t,i≧0,i=1,2,･･･,k(6)
が成立するものとする.但し,El･]は期待値演算を表し
＼'･_ている｡Cは,トランザクション消滅の平均値を表す｡
ここで,上記指示関数1{.)は,集合そう土石 ,それ以外
では0の値をとる指示関数であるD
本システムのモデル式を,
Q(i)-Q(?)･A(i)-il.tlLo(S-),_i)dCZ(S)A (t)～:⇒臼
i=1,2,･･,k
(7)
と表す｡図1に従いシステムを
tQ(i)=Ql(i)+Q2(i) (8)
と表すoこの時,Ql(i),Q2(i)は各々
9-(i,-bl(a,･A (i,-i lotl(Ql(S-,27,dC7(S,-D(I,J=1
(9)
Q2(i)=Q2(0)+D(i)-A(i) (lO)
Q(0)=Ql(0)+Q2(0) (ll)
Jで表される等価なシステムのモデル式であるO但し,(9),
(10)式の〈D(i))は,流通過程(10)を表 してお り,
ノヽ
fA(i)-C(i))と等価である車のとするO
(8)～(ll)式で表現される系は,(7)式の等価系と考える
このモデルは,ポテンシャルインプット,アクチュア
ルアウトプットおよび トランザクショシ消滅をそれぞれ
独立した確率過程として表す事により,待ち行列を表現
している｡これにより,連続時間下でのトランザクショ
ン消滅を考慮した待ち行列系が忠実に表現出来た事にな
.る｡
<2･2>入出力および消滅トランザクションのレー ト
各々の トランザクションのレて刃 こついて確率空間1
(f2,F,P)上で一般的な考琴を行 う.-(7)式に対 して
Ft⊂F,t≧0を増大6-加法族を
′ヽ
Ft=可Q(S),A(S),A(S),C(S);0h ≦t) (12)
とする｡ ∫
(7)式で記述されているモデル式で,入出力および トラ
ンザクション消滅を表している計数過程のレ｢ トを定義
′ヽ
するO (A(i),t≧0)はレ∴ ト&(i)･のポアソン過程,
(D(i),i≧0)は(A(i)-C(i))と等価なポアソ､ン過程であ
′ヽ
り,そめ レニ トは(a(i)-C*(i))とするOただし,
′ヽ
(A(i),t≧0),(A(i),t≧0),(C(i),t≧0)には,それぞ
れレー ト(a(i)), (α(i)),(C*(i))が存在するものとす
る｡
､入出力および トランザクション消滅を表している計数
過程のレー トは,任意の非負の可予測過轡 4'(坤)),
(α(i)),fC*tt))に対して
Elfx(頑 S)]-Elfx(sB(S)ds]
ElEx(S坤 (S)]-El.ax(sh(S)ds]
Elfx(S)dC,･(S)]'Elfx(S)C*(S)ds]
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ノヽ
が成 り'立つ確 率過 程_(A(i),t≧0), (A(i),t≧0),
(Cて(i);t≧0),が存在する事であるo
【独立性の仮定】 :
任意の確率過程Y(i)を
Xt(n)= liY(i)=nf,n= 0,1,･･･- ･ (1 4)
と定義す る時, Y (i) の確 率分轟 を
Pt(n)= E lX i(n)],n= 1 ,2 , - - (15)
と表せば
ElXt(n)ICi(i)]=ElXt(n)]:ElCi(i)]
=Pt(n)･ElCi(i)] (16)
ノヽ
に,(A(i),(A(i))も(Xt(n))とは独立であるO
<2･3>システム定常分布
確率過程
iZt(n)=liQ(t)=n), n=0,1,2,･････ (17)
I/
を遭義する｡.Q(i)ゐ確率分布は
Jt鞠,‖
IPt(n)=E[Zt(7)], n=0,1;2,-- (18)
と書ける.｡ここで/
(Zt(n),i≧o),n=0,1,2+I-･･
は,入出力のジャンプにより定まるから(1)
【付録A参照】
zt(n)-zr,(n)弓.lfsqs･mt
(19)
(20)
Zt(n)は,計数過程｡･fl:Fl一更新過程,mtL:局所マルチ
ング-′レ｡入出力過程および トランザクション消滅過程
は,マルコフ性を仮定している(1)｡守 って,(7)式は,下
記の様になる｡. (l)
' f,(n)- (i,(TZ-1)1(n,."-Zt(n)a(i)
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k
-∑ (zt(去-1)-Zt(n))1{Q(S-,2Z･}C*(i)qBiI
+(Zt(n+1)-zt(n)II(n).))α(t)
n=0,1,2,･･
(21)
Zt(n)=Z.(n)+
lot(zs(n-1)I1(n,0,-Zs(n))qs)dsl
-iJ.i(zs(nI1)-Zs(nl))･l{Q｡S-,2i}C*(S)dsLl=1
t.I(zs(n千1)-Zs(n)A(n,0,)"S)ds･去(り
(22)
ただし,
mt(n)=MIA(n)+Mt?(n) (23)
MiA'n'-tot{zs-'n-1'･1(n,o了Zs-'n')(24)ノヽ
(広4(sト&(s)ds)
-ilot{zs-(tn-1,-Zs-(n,,･.{Q(S-,>i}zl=1
(dCi(s)-C*(･s)ds)
MEA(in)-tot(zs-(7,1)-ZsT(n)･1(n,0,)(25)
(dA(S)-α(S))･liA(S)｡})ds
但し,(24),(25)式において∫~は;各時点∫の直前の値
であり,各被積分項はS~によって定まるFt-可予測過程
であり,しかも有界である事を意味している｡即ち,各
(MtAj,(M,A)はTFt⊥マルチンゲールとなる(4)a
(22)式の右辺第 2項および第 3項に対してE(･)演算を
実行すると,独立性の仮定(3)より と
ilpt(n)]
-la･1(n刈 .(&一･C*inf(n,k)Pt(n)I
[&-C*inf(n,k)n(n-1)･1'n,o) (26)
十α･P,(n+1) t≧0,n=0,1,2{･
が得られる 【付録B参照】0
ここで,(26)式の Kolmogorovの方程式に対する定常分
布は,
p(n,I- [掴 [&-C*inf
j=0,1,2{･;n,k≦n
となり,P(0)は,
皇p(n)-1
n=0
･rIl&TC*inf (j ,k)]P(0)
(27)
(28)
となる様に定めた定数である｡
以上の様隼 筆者等は トランザクション消滅過程は,遅
延に要する処理を必要とし,有限個の互いに独立した定常
ポアソン過程として拘束した場合,(27)式に示す走常分布
を求めた｡
前回の研究(10)における トランザクション消滅を考慮 し
たモデル式に対して,今回の研究は,√その消滅を有限個で
近似した場合の近似式を与えており,k>1の場合は,こ
の近似式を用いる方が トランザクション消滅数の制限に
関する情報を正確に表現しているふ
く2･4>定常時における平均処理時間
筆者等は,斗 ランザクション消滅をシステムから阜た場
令,"消費過程'と認識する(10)｡ ここでは,k個の トランザ
クション消輝数の場合について平均処理時間を求めるこ
とにする｡~
そこで,入出力過程を次の樽に考えLるOバrチャルキュ
｣を トランザクション消滅が発生するまでの過程を消費
過程とし,この時点で滞留するトランザクションのキュー
をQl(i), トランザクション消滅が発生した後の過程を後
過程とし,この時点で滞留する トランザクションのキキー
をQ2(i)の二つに分けて考える事にするC.
入力から出力までに要する時間をシステム処理時間と
考えるLlシステムにおけるトランザクション処理時間を次
式の様に表す∴
WF(i)=WR(i)+SR(i) (29)
ただし,
WF(i):系内 トランザクション処理時間
WR(i).'_待ち トランザクション処理時間
､
I sR(i)‥消滅 トランザクショi,の系外送出時間
であるT, 図 1.より,lこのシステムにおけるトランザクシ
ョンの平均処理時間は
WR=WRl+WR2 (30)
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と定義できるO今,リトルの公式(3),(6)によれば,
WRl
WR2
募np:(n)
<
α
萎np2(n)
(31)
(32)
α
Pl･(n),P2(n)tも それぞれ消滅過程,後過程め定常分布で
あるOここで雪(n),P2(n)に関して分布そのものは,同一
形態の分布を示､し,かつ以下の様に仮定する｡
Pl(n)fEP2(n)
よって,システム処理時間WRは,
WR ;YL･WR2
(33)
(34)
と表す｡
ここで,エ(>2)はシステム処理時間に対する流通係数と
呼ぶ｡
(29)式右辺第2項を次の様に定義する｡
k
SR(i)- ∑ eir(t)1{Q(S-)≧｡}
i=l
(3 5 )
(Ei(i),i=1,2,･･,k)は,k個の消滅 トランザクション処理 ～
時間を表しているO
系外送出時間(Ei(i),i=1,2,-,k)と待ち行列数(Ql(i))
とは独立であると仮定する.=-この成定は,製造業において,
不良品の処理は入荷量とは独立にkJL理されるものと考え
ると妥当性のあるものである｡.
この仮定と定義のもとで(35)式の両辺に期待値演算を
実行すると
k
ElSR(i)]-E[∑eI(i)1{Q.(S-)珂 ]Tl=7
=S(i)･EliQ(sl_,Oi]
く0
-S(i)･Einf(k,n)P(n)
〝=｢I
(36)
と書ける .⊃
(29),(34), (36)式 よ り,本システムの平 均 トランザ ク
ション処理時 間 は ∫
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cO
wF(i)-L･WR2+S(i)･∑inf(k,n)P(n) (37)
n=0
と表される｡ただし,(36),(37)式において
Elfl(i)]=S(i),i=1,2,-,k
と置いた｡
ここで,(7)式の両辺の平均をとると
′ヽ
E[A(i)-A(i)]
-EliI.il{Q(S-)≧Z}dCl(S)]=1
(38)
(39)
となる｡(39)式は,両辺共に独立した定常ポアソン過程で
あるので,･(6)式を用いれば
CO
Ei-?]･t-C-･t･∑inf(k,n)P(n)
n=0
と変形出来 る｡
(40)式よ り,
∑ inf(k,n)P(n)-垂望
CO
n=o C
となる｡
(37),(41)式より
WF=L･WR2+
(40)
(41)
･(a-α) (42)
i=1,2,･･･,k
が得られる｡ただし,等価系の考えによれば
WR2=
裏np2(n)
a-C*
(43)
であるO,(Pl(n);tP2(n)の仮定より)
この等価系の考え方に基づき,(27)式を形式的に
p(n,-li]n･軒-C*,p(0,
-lS]nIp(0,I
〝>~0I
と変形するC.f=だし,些 こく1である_α
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()
それ故,,(44)式より∑p(n)-1となる様にP(0)を定める-
72=O
と (44)式 は
p (n,- -l l 芳 醇 ]乃 (4 5ン
J>0
と書けるo(45)式を用いると(43)式まりWRlは
WR2=
&桓-(a-C *)
(46)
と求まる｡
(4軍),(46)式より,系内 トランザクション平均処理時間
は ′
WF=L･ (a-C*)
&[α｣&-C*)]摩 ]･(a-α)(47)
i-1,2,-,k,k≦n,n>0
と表される6
(47)式を用_いれば,系内 トランザクションの平均処理時
間が求められる｡ら
3.シミュレーション結果およびその考察 .
(47)式における流通計数上は∴参考文献(102のシミュレ
ーション結果で得られた近似値を数値計算に適用したO以
下の通りである｡
トランザクション消滅(C*,).:流準係数(甘
I-20 2.02921-
25 JL_2A4997.I
さちに, トランザクション消滅の計数過程の期待値を
C-=1, トランザクション消滅に要する処理時間を
S(k)=0.001(Sec)とする｡
シミュレー ション条件は,下記の通りである=.●トランザクション生成
トランザクシヲン長 ‥IOOバイ ト(固定)I
発生分布 :指数分布(分布のパラメ-/として平均値
を与える(a).
●トランザクションの処理時間(正常処理分)
処理時間 :処理速度から算出(α=40(1;k/see)と､し
)て一定)●トランザクション消滅
C*とαの比率により算出C*/(C*+α)
●シミュレーション時間
20000秒●r.平均処理時間 ､
･上記シミキレーション時間中に,処理対象となった各
トランザクションの処理時間の平鹿値紗)
WF1.61412
10
08
06
04
0 2
0.
-02
:;+～=ユレーション値 +1●◆-I::.'+:/I有限個値
巨
.lI.～■●一●■ヽ◆-◆ i::さき:I ●◆
●◆●,.ヽ'▼■
=ー●▼ .+l1●■, ･'(.-1,●■◆202530354045505
亘pk/S)
図 2.平均処理時間に関するシミュレー ショ
ン及び数値計算結果
Fig.2Thecomparison betweensimulation
andcalculationforthetransittime-
1aginstationary
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図 3.平均処理時間に関するシミュレーショ
ン及び数値計算結果
Fig.3Thecomparisonbetweensimulation
andcalculationforthetransittime･
laglnStationary
WF
-一シミiレーション値
† 有現個値 -
蓑
:｡■ヽ
30 35 40 45 50 55 60 65
･軸Hs)
図 4.平均処理時間に関するシミュレー ショ
ン及び数値計算結果 ､ノL/
Fig.4Thecompa.risonbetweensimulation
andLCalculationforthetransittime-
1aglnStationayy
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図2-図4について記述する｡図2はポテンシャルイン
プット品の値が 30(pk/S)以下では平均処理時間が負の
値となる｡これは,入出力レー ト,トランザクション消滅
レー トがそれぞれ独立したポアソン過程であると仮定し
ている事に起因しているOシミュレー ション時間が20000
秒なので トランザクション消滅の個数は,400000個であ
る｡
図3は,図2Lと同様にポテンシャルインブシト&め値が
30(メ/S)以下では平均処理時間が負の値となる｡これは,
入出力レー ト,トランザクション消滅レー トがそれぞれ独
立したポアソン過程であると仮定している事に起因して
いる｡シミュレー ション時間が 20000秒なのでトランザ
クション消滅の個数は,500000個である｡､
が35(pk/S)以下では平均処理時間が負の値となるOこれ
は,入出力レー ト,トランザクション消滅 レー トがそれぞ
れ独立したポアソン過程であると仮定している事に起因_イ
している｡シミュレー ション時間が 20000秒なのでトラ
ンザクシrSン消滅の個数は,600000個であるo
図2-図4までの数値計算結果が,シミュレー ション結
果と同じ傾向を示していることより,(47)式は意味のある
解析結果と判断した｡
4.むすび )
本研究は,トランザクション消滅を入力過程とは独立し
た確率過程として定義する事により,(7)式の様なシステ
ムモデル式を提案し_たOここでは,入出力過程及び トラン
ザクション消滅過程を各々独立したポアソン過程である
と仮定しているOこの事の妥当性が得られたO
有限個の トランザクション消滅の場合についての平均
処理時間を求め,かつその検証を行った｡ 本システムに与
える要因は,トランザクション消費に費やされる時間が最
も大きく影響する事がシミl'レー ションで確認した0
本研究は,有限個のトランザク㌢ヨン消滅が存在するシ
ステムに対し,その容量設計のためのシステム評価手法と
して(47)式が有用である｡.
最後に,本シミュレー ションに際しては,ネットワーク
シミ予 レーションツール "OPNET"を使用したC/(樵)情
報工房 ㌢ステム技術部宇都宮課長には,シミュレー ショ
ン実行で多大な協力を頂いた.:ここで感謝の意を表する｡
(平成 11年12月07日受付,平成 12年03月29日再受付)
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付録 A
(17)式で定義したZr(坤 こ関して以下の式が成り立つ｡
Zt(n)-写t(0)+∑(Zt(n)-Zs-(n)0≦∫<J
-∑(zs(nトZsl(n)(AAs-ACs)0<s<t
+='(Zs(n)-Zs-(n)AAsO≦s<i
-I.i(zs(n-1)･1(n,0)-Zs-(n)(das-dCs)
II.i(zs-(1 1)rrZs-(n)I1(n,0,)d4S
=Z.(n)
II.i(zs(nI1)-Zs･(n))&lt)ds
4I.tfzs(n一 子S(n)･.{Q(S-,2i}C*(S)dsi=1
(A.1)
帆.2)
(A.3)
･tot(zs(n･1)-Zs(n)･1)α(S)ds･m(i) (AA)
(A.3)式から(A.4)式-の展開にマルチンゲール理論を適用
しているO
付録B
(25)式右辺第2項は
ElI.i(zs(nl1)･1(桝 了 Zs(n))a(S)ds]
-I.i(ps(n-1)･1(n,.,-Ps(n))Ela(S)]ds
右辺第3項において
Eli J.t(zs(nI 1トZs(n))1 {Q (S: ,2,iC*(S))bs]弓i臼
4 1.tips(n･i)･1(n.lil,-Ps(n):i(nil,)E[C*(S)]dsl=1
-it.i(ps(nI1)･1(n",I)一醐 ･1(n27,iElC*(S)]dsLl=l
-I.i(lnf(ni1,k)Ps(n･1)-inf(n,k)Ps(n)ElC*(S)]ds
(Ti.∩
となるo次に,第4項は
Elf.tfzs(n･1)-Z;(n)･.(誹 (S)ds]
-lot(p,(n+1)-P,(n)･l(a.,)Elα(S)]ds田2)
となる0第 5項はマルチンゲールだから,期待値
E匝(i)]=0であるo
ゆえに,(22)式のE(･)を実行すると
Pt(n)=Pt(0)
Ilit(Ps(n-1)1(n,0,-Ps(n))Elqs)]?S
-I.i(nf(nI1,k)Ps(nT･1)-il(n,-k)Ps(n)ElC*(S)]ds
･t.i(ps(n･1)TPs(n)1(n,.JEla(S)]ds P･3)
′ヽ
が得られる｡準に,(A(i)),(A(i)),(C(i))の各定常レー ト
伺,回 ,(C*)が,ある非負のEl0&]<∞,`El0α]<∞,
ElQc]<∞を満たす確率変数 宛 , ¢α,¢Cによって,
i≦少&,q≦¢α,-C≦l¢C,但〔,t≧0を満たすなら定
常性から余り離れないと仮定する｡よって,田.3)式に微
分演算を実行すると
まtpt(n)]- /
+(PE(n-1)･1(n,｡了Pt(n))a I
-C*･inn(n,k)PE(n-1)+C*Iinn(n,k)Pt(fi)
+(Pt(n+1トPt(n)･1(n,.)α 03･4)
となる｡よって
ilpt(n,)-]--lal･.(n,0,･fa-C*･inBtn,k))Pt(n)し
+[&-C*･ihBtn,､k)Pt(n-1)1(n,.)
+dPt(p+1)
が得られる｡
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